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 拡散に支配された凝集体（DLA）は，Witten and Sander（1981）のシミュレーションで示
されるように，自己相似性（se1f－simi1arity）を有する等方的たパターンを作る．金属葉，ヴィ
スコスフィンガー，結晶成長だと多くの自然現象においてもDLAパターンは観測され，パター
ンの定量化を可能にしたフラクタル次元が拡散場中のバターン形成を理解するうえで重要な指
標となっている（Matsushitaeta1．（1984），Daccordeta1．（1986），Honjoeta1．（1986））．こ
れに対して，自然界には様々た異方的バターンが観察される．実際，DLAが観測される上記と
同じ系においても，本来有している系の異方性あるいは異方性の付加によって，針状，先端分
岐，樹枝状などの多様たパターンが観察されている（Ben－Jacob et aI．（1985），Honjo et a1．
（1985），Sawada et a1．（1986），Grier et a1．（1986））．雪の中の結晶で代表される樹枝状結晶成
長は非平衡の度合いを表わす過飽和度や過冷却度の欠きた条件で観察され，非平衡た拡散場に
おける重要たバターン形成の問題として捉えられている．4回対称性を有するNH．C1の水溶液
からの結晶成長では，樹枝状結晶の成長する方向すたわち主幹方向は，過飽和度の増加ととも
に結晶格子の異方性と同じ＜100〉方向の成長から＜110＞成長，そして＜111〉成長へと変化し
ていくのが観察される．成長方向がどの方向であっても，主幹とそこから枝分かれして成長す
る側枝とが作り出す形が樹枝的であることから樹枝状結晶と呼ばれている．実際の結晶成長は
3次元の自由度をもつが，以下のシミュレーションでは2次元正方格子を用いて行なうので，成
長方向の異方性は格子方向の＜10〉成長と，格子と45度をなす＜11〉成長が現われることにた
る．このようた樹枝状結晶の成長機構を理解するうえで，異方的パターンの形の定量化は重要
た問題と考えられる．異方的バターンがDLAのフラクタル次元に相当する量で定量化される
たら，バターン形成における拡散場や異方性をもたらす機構についての指標となることが期待
されるからである．通常のDLAシミュレーションに表面拡散機構を付加した異方的パターン
形成のモデルについて形の定量化を試みる．
1．異方的パターン形成のモデル
拡散場中で成長する結晶の界面機構を例にして，パターン界面に付着したブラウン粒子のバ
ターン界面での運動を以下のようにモデル化し，2次元正方格子上の通常のDLAシミュレー
ションに付加する．
 （1）表面拡散：パターン界面の格子点上を乱数を用いてブラウン運動させる．最大の表面
   拡散回数としてパラメータτを導入する．
 （2） キンク：表面拡散するブラウン粒子にバターンからのポテンシャルを考慮し，ポテソ
   シャルの欠きたキンク（3次元結晶成長でのステップに対応）では表面拡散を中止し，パ
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  ターンを成長させる．ここでは，連続する最近接，第2近接，最近接格子点全てがバター
  ソで占有されている界面の格子点をキンクと定義する．
（3）2次元核生成：キンクのたい平らだ面上では，拡散場から飛来し表面拡散する粒子濃度
  が上昇し，2次元核が生成され，新しくキンクを作り出す．シミュレーションではブラ
  ウソ粒子1個だけを扱うため，2次元核生成数としてパラメータmを導入する．すなわ
  ち，表面ブラウン粒子のτ回の表面拡散後に位置する格子点のカウンターに粒子数を
  記憶し，m個に達したとき2次元核が生成されたとしてバターンを成長させる．なお，
  キンクに関してもm層のステップがあるものと考え，全ての界面格子点についてカウ
  ソターがm個に達してパターンを成長させることにする．
（4）ホッピング確率：表面拡散する粒子は最近接あるいは第2近接格子点に移る際に，ポチ
  ソジャル障壁を越えたければたらたい．最近接格子点に対する第2近接格子点への遷
  移確率としてホッピング確率γを導入する．最近接，第2近接格子へのポテンシャル陣
  壁をそれぞれ∠・，∠・とするたら，γ＝exp｛（∠r∠・）／后τ｝と表わされるであろう．一般
  に，∠。＞∠。と考えられるから，低温極限でγ＝0，高温極限でγ＝1のパラメータとだ
  る．このモデルではブラウン粒子が同一格子点に滞在し，ホッピングしない過程は省略
  している．また，界面から蒸発する過程も無視しているので，拡散場はDLAと同じラ
  プラス場を表わすことになる．
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 パラメータτとmを固定しγを増加させていくと，＜10〉方向に成長する異方的パターンか
ら等方的たDLAパターン，そして＜11〉方向の異方的パターソヘと移行していく．パラメータ
によってホッパー，針状，各種樹枝状だとのパターンを得ることができる．ここでは，パラメー
タをτ＝100，m＝1に固定して，γ変化によって作られるパターンについて考察していくこと
にする．種を中心とする最大半径7m、。＝800のパターンを図1に示しておく．（a）～（e）の順に
γ＝O．02，O．08，0．11，0．13，O．25である．γ＝O．11のほぼ等方的たバターンで粒子数M～5x104，
SUN3で約8時間の計算である．後で用いるプm。。＝600では，同じ条件でM～3×104，約3時
間の計算とたっている．
 2．パターン異方性の定量化
 結晶成長では結晶の異方性がもたらす表面張力，キネティックスの異方性によって巨視的に
異方的なバターンが形成されると理解されている．格子の微視的な異方性が巨視的たパターン
の異方性にどのように反映されるかは，結晶成長を含むバターン形成にとって興味ある問題で
ある．ここでは，2次元正方格子上での異方的バターン形成が＜10〉成長と＜11〉成長とに大別
されること，フラクタル構造の解析ではパターンを特徴づける量として回転半径が用いられる
ことから，以下に示す方法で巨視的パターンの異方性の定量化を考える．
 （1）＜10＞軸の回転半径：図2（a）に示すように，中心の種を通り格子方向と±45度をたす
   2つの直線でバターンを4分割する．4分割された各部分について，＜10＞軸のまわりの
   回転半径后1。⊥とそれに直交する＜10〉軸のまわりの回転半径尾エ。。を求める．図2（a）の
   ＜10〉方向に成長する樹枝状パターンでは，后1。⊥は主幹から分岐して出ている側枝を特徴
   づける長さであり，后。。。は主幹を特徴づける長さとたる．
 （2） ＜11＞軸の回転半径：図2（b）に示すように，種を通る格子方向の2つの直線でパター
   ソを4分割し，各部分について＜11〉軸のまわりの回転半径々。⊥とそれに直交する＜11＞
   軸のまわりの回転半径々。。を求める．后1。⊥と后1ユ。は＜11＞成長する樹枝状パターンの側
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   枝と主幹の長さを特徴づける量とたっている．
 シミュレーションでは，粒子数M＝103から21μ倍毎に，4分割された各部分についての后1。⊥，
々1o。及び尾1エ⊥，后。。を求めている．4つの部分についての平均値々。。⊥を横軸に，后11⊥を縦軸にし
て成長する異方的パターンの振舞を示したのが図3である．図3の（a），（b）は図2の（a），（b）
に対応し，それぞれ＜10＞樹枝状，＜11〉樹枝状バターンについてプロットしたものである．45
度の直線とたす角度を反時計方向を王としてθとすると
                       々1。⊥一々10⊥ （21）                        tanθ＝
                       々n⊥十后10⊥
の関係が成立する．ここで，局11⊥，々1。⊥はシミュレーション終了時の最大半径プm。。に達したバ
ターンの各回転半径の平均値である．＜10＞方向に成長するパターンでは0＜tanθ＜1，＜11＞方
向のバターンでは一1くtanθ＜O，等方的なパターンではtanθ＝Oどたり，バターン異方性を
表わす量として（2．1）式を用いることにする．
 同じ条件で乱数のみ変えたときの7個のパターンの重ね書きが図4に示してある．（2．1）式か
ら円板ではtanθ＝O，正方板ではl tanθ1＝0，172と計算され，図4のパターン形状とほぼ良い
一致が得られている．図5はτ＝100，m＝1，プm、。＝600の条件でγを変化させたときのバター
（a） tanθ＝0．149 （b） tanθ二〇．017
 図4、
（c） tanθ＝一〇．158
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ソ異方性を示したものである．γ竺O．11で等方的なパターンとたっており，相関関数や通常の回
転半径から求めたフラクタル次元はa戸5／3のDLAの値と一致している．
 以上の結果から，（2．1）式によって表わされるtanθを，4回対称性を有する2次元パターン
のパターン異方性として用いることにする．
 3．異方的パターンの自己アフィン
 等方的なフラクタルパターンがフラクタル次元1個で特徴づけられるのに対して，異方的パ
ターンでは主幹方向と側枝方向を特徴づける2個の指数が必要とたる．このような場合を自己
アフィン（se1f－a節nity）と呼び，主幹の回転半径后。と側枝の回転半径后⊥について
               后4～Mレ4，    后⊥～Mレ⊥
とおかれる（KondohandMatsushita（1986））．自己相似の場合にはレ4＝ソ⊥＝ソどたり，フラ
クタル次元とはaプ＝1ルの関係とたる．シミュレーションで得られたパターンについて，粒子
数対回転半径の両対数プロットの傾きから指数ソ。，ソ⊥を求めた．tanθ＞Oたる＜10〉成長バ
ターンでは，第2節で求めた4分割された部分の回転半径后1o。，后1。⊥を用い，tanθ＜Oたる＜11＞
成長パターンでは回転半径尾11。，局11⊥を用いた．また，tanθ讐0の等方的バターンには両方の回
転半径を用いた．τ＝100，m＝1，プm、、二600の条件でγを決め，乱数を変えて作った12個のパ
ターンについて，パターン異方性tanθを横軸に主幹方向の指数レ。と側枝方向の指数ソ⊥を示
したのが図6である．たお，ホッピング確率はO．01≦γ≦0，3の値を選んでいる．
 主幹方向の指数レ。は，バターン異方性が零のソト0．6（DLAのフラクタル次元み＝5／3に
対応）を極小として，パターン異方性の増加とともに増加している．また，＜10〉と＜11〉成長
に対して同じ傾向を示しているように思われる．一方，側枝方向の指数ソ⊥は異方性が零でソ⊥1
86
レ〃
ソ⊥
07
統計数理 第37巻 第1号 1989
中十
0，5
 －1            0
0．7
O，4
1．9
∂∫1．7
1．5
 －1            0
           tanθ
          図6、
糾
十1
74－1975
十
｝
甘
0 十
’ ’
1
十1
O．6を与えているが，異方性の増加とともに＜11＞成長では単調に減小しているのに対して＜10＞
成長では異方性の強い所で急激に増加している．この急激た変化は先端分岐成長の有無に関係
していることが，いくつかのパターンから見ることができる．
 Meakin and Fami1y（1986）は異方的バターンの幅程度の領域に適用されるフラクタル次元
として
                 a！＝1＋（1一ソ4）ル⊥
を導いている．この式にシミュレーションから得られたソ・とソ⊥を代入して求めたフラクタル
次元が図6の下図である．興味深いのは，＜10〉異方性の強い所を除けば，DLAのフラクタル
次元の理論値a！＝5／3とシミュレーションの値a戸1．72近傍に位置していることである．界
面機構によってバターン異方性が生じても，ラプラス場の中でのバターン形成という点でDLA
と同じ値を示しているように思われるからである．一方，異方性の強い＜！0＞成長パターンで
は界面機構に強く拘束され，小さなフラクタル次元を与えていると思われる．＜10〉異方性の強
い成長では，成長方向が拘束されると同時にキンク点が少たいことから，側枝形成も強く拘束
されているのではたいかと考えられる．先端分岐成長が可能な＜10＞パターンでは成長方向の
自由度が開放され，キンクの多い＜11〉成長では自由た側枝形成が許されるため，ラプラス場
が示すフラクタル次元を与えているのではないかと思われる．以上はバターン異方性が
■O．67≦tanθ≦O．69領域内での結果であるが，パターン異方性の強い領域での計算において
も成立するのかということを確認する必要があると考えている．また，2次元シミュレーション
の結果が現実の3次元での樹枝状結晶成長と対応し得るか否かという問題も残されている．
 2次元正方格子上の通常DLAシミュレーションに表面拡散機構を導入したモデルによって，
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2次元ラプラス場での異方的パターン形成を調べた．表面拡散機構の変化によって，格子方向に
成長する＜10＞成長から等方的成長，また，格子方向と45度をなす＜11〉成長へと移行する樹
枝状バターンが得られた．＜10〉軸と＜11＞軸のまわりの回転半径を用いて巨視的バターンの異
方性を定量化した．〈10＞成長と＜11＞成長の異方的パターンでは，主幹方向の成長を特徴づけ
る指数と側枝方向の指数が異なる自己アフィンであることを調べ，その指数からバターンが占
める領域内に適用されるフラクタル次元を求めた．また，等方的バターンでは両指数の等しい
自己相似性を満たしていた．得られたフラクタル次元は，先端分岐成長する＜10＞パターン，等
方的パターン，＜11〉パターンを示す広い領域で，拡散律速成長に基づくフラクタル次元に等し
い値を示した．一方，異方性の強い＜10〉樹枝状パターンでは，界面律速成長に基づくと思わ
れる小さた値のフラクタル次元を示した．
 最後に，数々の助言をいただいた本庄春雄，松下 貢，本田勝也の諸氏に感謝いたします．
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Pattern Formation with Anisotropy and Quantitative Ana1ysis
                   Shonosuke Ohta
        （College of Genera1Education，Kyushu University）
   A mode1of dendritic pattem formation inc1uding surface kinetics in Lap1ace丘e1d is
studied by Monte Car1o simu1ation in two－dimensiona1square1attice．Kinetics of Brown－
ian partic1es in the丘e1d fo11ows diffusion－1imited aggregation（DLA）mode1．The surface
kinetics is parameterized by surface diffusion times，mmber Iof atoms of surface mc1eus
and hopping parameter，and．a1so the growth mechanism in kink or step is contained．
Pattems of ＜10＞ dendrite，DLA and ＜11＞ dendrite are rea1ized by the chahge of the
hopping parameter which is deined by the ratio of the hopping probabi1ity directed to the
nextnearestneighborsite andthattothenearestneighborsite onthec1ustersurface．We
get the radii of gyration，后104and后10⊥，a1ong and perpend三。u1ar，respective1y，to the ＜10＞
axis，and simu1taneous1y get々114and后1ユ⊥to the ＜11＞ axis．Pattem anisotropy is
determined quantitative1y by the expression（后11⊥＿尾10⊥）／（后11⊥十尾10⊥），which gives positive
va1ue for＜10〉dendrite and gives negative va1ue for＜11＞dendrite．From the ana1ysis
based on the se1f＿affinity of dendritic pattern，we obtain two sca1ing exponents，〃andソ⊥，
a1ong and perpendicu1ar，respective1y，to the ＜10＞ and／or ＜11〉 axis．Then，we get
fracta1dimension a！from a re1ation a！＝1＋（！一ソ4）ル⊥based on the inite－size sca1ing
ana1ysis as a function of pattern anisotropy．Resu1ts show that a∫has sma11er va1ue than
that of DLA in the1imit of＜10＞anisotropy in which side－branching growth is dominant，
and show that a／is near1y constant having the va1ue of DLA over the wide range of pattem
anisotropy，i，e．，in the range of a11 ＜11＞ dendrite，DLA and ＜10〉 dendrite with tip
－sp1itting growth．
Key words：Fracta1，dendrite，crystal growth，Brownian motion．
